W. Guzicki — Zadanie IV z Informatora Maturalnego — poziom rozszerzony 1

Zadanie I'V. Dany jest prostokatny arkusz kartony o dlugosci 80 cm i szerokosci 50 cm.
W czterech rogach tego arkusza wycieto kwadratowe naroza (zobacz rysunek). Nastepnie
zagieto karton wzdtuz linii przerywanych, tworzac w ten sposdb prostopaditoscienne
pudetko (bez przykrywki). Oblicz dlugos¢ boku wycietych narozy, dla ktérej objetosé
otrzymanego pudetka jest najwicksza. Oblicz te objetosé.

50

Pokaze cztery sposoby rozwiazania tego zadania. Najbardziej naturalny szkolny sposéb
rozwigzania polega na zastosowaniu rachunku rézniczkowego. Pierwsze dwa rozwiazania
korzystaja wtasnie z rachunku rézniczkowego. Przypomnijmy najwazniejsze twierdzenie,
z ktorego bedziemy korzystac.

Twierdzenie 1. Przypusémy, ze funkcja f jest okreslona i ciagla w przedziale (a,b)
oraz jest rozniczkowalna wewnatrz tego przedzialu. Wowczas:

e jesli f/(x) > 0 dla kazdego x € (a,b), to funkcja f jest rosnaca w przedziale (a,b),
e jedli f'(z) < 0 dla kazdego = € (a,b), to funkcja f jest malejaca w przedziale (a, b).

Rozwigzanie. Sposéb I. Niech x oznacza dlugosé¢ boku kwadratéw wycietych z narozy
arkusza. Oczywiscie 0 < = < 25. Wyznaczamy objeto$¢ V(z) pudetka jako funkcje
zmiennej x. Podstawa pudelka jest prostokatem o wymiarach (80 — 2x) x (50 — 2x),
wysoko$é jest rowna x. Zatem

V(x) = (80 — 22) - (50 — 2x) - x = 4z — 260x> + 4000z = 4 - (x® — 652° + 1000).
Rozwazamy teraz funkcje wielomianowa f okreslona wzorem
f(z) = 2® — 652% + 1000z

dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wykazemy, ze:

(1) w przedziale (—o0,10) funkcja f jest rosnaca,

2) w przedziale (10, 199) funkcja f jest malejaca,
3

(3) w przedziale (%, o0) funkcja f jest rosnaca.

W tym celu zbadamy pochodna funkcji f. Mamy:

f'(x) = 32* — 1302 4 1000 = (32 — 100)(x — 10).

Zatem

* %
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W. Guzicki — Zadanie IV z Informatora Maturalnego — poziom rozszerzony 2

e w przedziale (—oo, 10) prawdziwa jest nieréwnosé f'(x) > 0,
e w przedziale (10, 00) prawdziwa jest nieréwnosé f’(z) < 0,

e w przedziale (1g0, o0) prawdziwa jest nieréwnosé f'(x) > 0.

Z twierdzenia 1 przytoczonego przed rozwiazaniem wynikaja wilasnosci (1), (2) i (3).
Poniewaz V(z) = 4 - f(x), wiec oczywiscie funkcja V' jest rosnaca i malejaca w tych
samych przedziatach, co funkcja f. Stad wynika, ze w interesujacym nas przedziale
(0,25) funkcja V, tak jak i funkcja f, przyjmuje najwieksza wartos¢ dla x = 10. Ta
wartos¢ jest réwna

V(10) = (80 — 20) - (50 — 20) - 10 = 60 - 30 - 10 = 18000 cm3.

Zatem najwieksza objetos¢ ma pudetko, w ktérym wyciete naroza maja bok réwny
r = 10cm i ta objetoéé jest réwna 18000 cm?.

Rozwigzanie. Sposéb II. W tym sposobie uzaleznimy objeto$¢ pudetka od innej
zmiennej x. Mianowicie przyjmiemy, ze x jest szerokoscia podstawy pudetka (zobacz
rysunek). Oczywiscie 0 < =z < 50. Wyznaczamy objetosé¢ V(z) pudelka jako funkcje
zmiennej .

50

8

2

Dlugoéé boku wycietych kwadratéw jest réwna %%, Podstawa pudelka jest prostoka-
tem o wymiarach (30 + z) x @, wysoko$¢ jest réwna 2%-%. Zatem

50 — 1
= T —5 (& = 202" — 1500z).

V(z)=30+2z)- =z
Rozwazamy teraz funkcje wielomianowa f okreslona wzorem
f(z) = =23 + 202* + 1500z

dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wykazemy, ze:

(1) w przedziale (— oo —52) funkcja f jest rosnaca,
(2) w przedziale (—32 30) funkcja f jest malejaca,
(3) w przedziale <30 oo) funkcja f jest rosnaca.

W tym celu zbadamy pochodna funkcji f. Mamy:
f(x) = =327 4+ 40z + 1500 = — (32 + 50)(z — 30).

Zatem

e w przedziale (—oo, —22) prawdziwa jest nieréwno$¢ f'(z) > 0,
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W. Guzicki — Zadanie IV z Informatora Maturalnego — poziom rozszerzony 3

e w przedziale (—2,30) prawdziwa jest nieréwnosé f'(z) < 0,
e w przedziale (30, 00) prawdziwa jest nieréwnosé f’(z) > 0.

7 twierdzenia 1 przytoczonego przed rozwiazaniem sposobem pierwszym wynikaja wita-
snosci (1), (2) i (3). Poniewaz V(z) = 5 - f(x), wiec oczywiscie funkcja V jest rosnaca
i malejaca w tych samych przedziatach, co funkcja f. Stad wynika, ze w interesujacym
nas przedziale (0,50) funkcja V, tak jak i funkcja f, przyjmuje najwieksza wartosé dla

x = 30. Ta warto$¢ jest rowna

50 — 30
=60-30- 10 = 18000 cm?.

V(10) = (30 + 30) - 30 -

Zatem najwicksza objetos¢ ma pudetko, w ktérym szerokos¢ podstawy pudelka jest
réwna r = 10cm i ta objetoéé jest réwna 18000 cm?.

Zobaczymy teraz, ze t¢ sama teze mozna wykazaé¢ dwoma sposobami bez odwolywa-
nia sie¢ do rachunku rézniczkowego. Pierwszy sposob odwotuje sie wylacznie do definicji
funkcji monotonicznych w przedziale. Przypomnijmy zatem, ze jesli funkcja f jest okre-
Slona w przedziale I (domknietym, otwartym, domknigto-otwartym lub otwarto-dom-
knietym), to:

e jedli dla dowolnych liczb xz1,x2 € I takich, ze 1 < x2 ma miejsce nieréwnosé¢
f(x1) < f(x2), to funkcja f jest rosnaca w przedziale I,

e jedli dla dowolnych liczb xz1,x2 € I takich, ze 1 < x2 ma miejsce nieréwnosé
f(x1) > f(x2), to funkcja f jest malejaca w przedziale I.

Dla zbadania monotonicznosci funkcji f w przedziale I wybieramy zatem dowolne liczby
x1,x9 € I takie, ze x1 < x5 i badamy réznice f(z2) — f(z1). Jesli dla dowolnych zq i x4
wybranych w taki spos6b ma miejsce nieréwnos¢ f(z2) — f(x1) > 0, to funkcja f jest
rosnaca w przedziale I. Jesli za$§ ma miejsce nieréwnosé f(z2) — f(x1) < 0, to funkcja
f jest majelaca w przedziale I.

Rozwiazanie. Sposé6b III. Tak jak w sposobie pierwszym wyznaczamy objetosé V(x)
jako funkcje zmiennej x oraz wprowadzamy funkcje wielomianowa f okreslona wzorem

f(z) = 2® — 652% + 1000z

dla dowolnej liczby rzeczywistej x.

Wykazemy, ze funkcja f ma wiasnosci (1), (2) 1 (3). Wezmy dowolne liczby x; i x2 takie,
ze 11 < T 1 obliczmy rézmice f(x2) — f(x1). Mamy:

— 6523 4+ 1000z2) — (23 — 6527 + 1000z1) =
—23) — 65(x3 — 22) + 1000(xy — 1) =

V(3 + 2129 + 22) — 65(20 — 21) (22 + 21) + 1000(20 — 1) =
Ty — 1) (23 + z129 + 27 — 6529 — 6521 + 1000) =

)(z3 + w129 + 27 — 6529 — 6521 + 1000).

NW NDW
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W. Guzicki — Zadanie IV z Informatora Maturalnego — poziom rozszerzony 4

Roéznica x5 — x1 jest dodatnia. Interesuje nas zatem znak wyrazenia w drugim nawiasie.
Przeksztalémy to wyrazenie:

T3 + 2109 + 27 — 6529 — 6521 + 1000 =
= 22 — 1020 + 22 — 1021 + 2122 — 5521 — 5522 + 1000 =

1
= x9(x9 — 10) + x1 (21 — 10) + 3 (2z129 — 11027 — 11025 4 2000) =

1

= 5 (2113‘2 T — 10 —|— 2%1(1‘1 — 10) + 2.161.%’2 — 110231 — 110372 + 2000)
1

= 5+ (2z1(w1 = 10) + 2125 — 1025 — 100z + 1000)+
1

+5- (2z2(z2 — 10) + 122 — 1021 — 10022 + 1000) =
1

=3 (221 (21 — 10) + 22(z1 — 10) — 100(z1 — 10))+
1

+5- (222 (22 — 10) + z1(z2 — 10) — 100(z2 — 10)) =
1
2

- (1 — 10)(2z1 + 22 — 100) + (z2 — 10)(z1 + 222 — 100)).

Rozwazamy teraz trzy przypadki.
Przypadek 1. Niech 1 < x5 < 10. Wtedy:

r1 —10<0 oraz 2z;+ 22 —100 <30 —-100= —70 < 0.

Zatem
(1 —10)(2x1 + z2 — 100) > 0.
Podobnie:
29 —10<0 oraz x7+ 2z — 100 < 30— 100 = —70 < 0.
Zatem
(g — 10)(z1 + 222 — 100) > 0.
Ostatecznie
(1 —10)(2z1 + 22 — 100) + (z2 — 10)(z1 + 222 — 100) > 0,
czyli

f(mg) — f(:li‘l) = . ((132 —.131) ((ml - 10)(21]31 +xo — 100) + (1132 - 10)(.T1 +2.T2 - 100)) > 0.

N | =

To dowodzi, ze w przedziale (—oo, 10) funkcja f jest rosnaca.
Przypadek 2. Niech 10 < 1 < 25 < %. Wtedy:
200 100

1 —10>0 oraz 2z1+x9— 100 < ?4—?—100—0
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Zatem
(1’1 — 10)(21‘1 —+ x9 — 100) < 0.
Podobnie:
100 200
T2 —10>0 oraz x;+ 2x9 — 100 < ?-i-?—lOO:O.
Zatem
(ZIZ‘Q — 10)((E1 + 2.1‘2 — 100) < 0.
Ostatecznie
(%1 — 10)(21‘1 + o — 100) —+ (5172 — 10)(1‘1 + 2$2 — 100) < 0,
czyli

f(@2) = f(z1) = = - (x2 — x1) ((x1 — 10) (221 + 22 — 100) + (z2 — 10) (1 + 222 — 100)) < 0.

N | =

To dowodzi, ze w przedziale (—oo, 10) funkcja f jest malejaca.
Przypadek 3. Niech % <z < z2. Wtedy:

200 100
1 —10>0 oraz 2z7+ x9— 100 > T+?—IOO:O.
Zatem
(QL‘l — 10)(21’1 + o — 100) > 0.
Podobnie:
100 200
ro—10>0 oraz x7 + 2x9 — 100 > ?"—?—100:0
Zatem
(.I‘Q — 10)(.’1)1 + 229 — 100) > 0.
Ostatecznie
(SCl — 10)(21‘1 + To — 100) + (1132 — 10)(1‘1 + 229 — 100) > 0,
czyli
1
f(l‘g) — f(l'l) = 5 . (.TQ —xl) ((IL‘l — 10)(2$1 +2xo — 100) + ($2 — 10)(1‘1 +2£L’2 — 100)) > 0.
To dowodzi, ze w przedziale (1—g0, oo) funkcja f jest rosnaca.

Dalsza czes$¢ rozwiazania jest taka sama jak w sposobie pierwszym.
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W. Guzicki — Zadanie IV z Informatora Maturalnego — poziom rozszerzony 6

Czwarty sposéb rozwiazania wykorzystuje nieréwno$¢ miedzy $rednia arytmetyczna
i geometryczng. Przypomnimy teraz te pojecia. Przypusémy, ze mamy n liczb dodat-
nich ay,as9,...,a,. Woéwczas Srednig arytmetyczng tych liczb nazywamy liczbe A
okreslona wzorem

a1 +ag+ ...+ an
- .

A—

Srednig geometryczng tych liczb nazywamy liczbe G okreslona wzorem

G = (L/al-ag-...-an.

Przytocze tu (bez dowodu) nastepujace twierdzenie, z ktérego szczegdlnego przypadku
skorzystamy w dalszym ciagu.

Twierdzenie 2. Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych aq,as,...,a, zachodzi
nieréwno$¢ G < A, przy czym rownos¢ G = A ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
a3 = ag =...=ay, (tzn. gdy wszystkie rozwazane liczby aq,as, ..., a, sa réwne).
Rozwigzanie. Sposéb IV. Niech x bedzie liczbg rzeczywista spelniajaca nieréwnosci
0 < z < 25. Wtedy nastepujace liczby sa dodatnie:

ar =80—2x, ay=100—4x oraz ag= 6x.
Zauwazmy, ze

ajazaz = (80 — 2x) - (100 — 4x) - 6z = 12 - (80 — 2x) - (50 — 2z) - & = 12 - V (z),

gdzie V(x) oznacza — tak jak w sposobie pierwszym — objetos$¢ pudetka. Z twierdzenia
2 wynika teraz nieréwnosé

Yarasa; < a1+C;2+a3 _ (80 — 2z) + (100 — 4z) + 62 _ 180 0.

3 3
Zatem
12-V(z) = araza3 < 603,
czyli
V(z) < 60i§02 —5-602 =5 - 3600 = 18000.

Jednoczes$nie pamietamy, ze réwnos$¢ miedzy Srednimi zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
a1 = az = ag, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy

80 — 2z = 100 — 4x = 6x.

Zauwazmy, ze rownos$¢ 80 — 2z = 100 — 4x zachodzi dla x = 10 i tatwo przekonujemy
sie, ze jesli x = 10, to
a1:a2:a3:60.

To dowodzi, ze najwicksza mozliwa objetosé pudetka wynosi 18000 cm? i takie pudetko
otrzymamy, gdy odetniemy naroza o boku 10 cm.
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W. Guzicki — Zadanie IV z Informatora Maturalnego — poziom rozszerzony 7

Interesujace jest pytanie o to, w jaki sposob zostaly znalezione liczby a1, as i as. Glowny
pomyst rozwiazania polega na tym, by dobra¢ je w taki sposéb, by $rednia arytmetyczna
nie zalezata od x. Sprébujmy zatem rozwigzania, ktére sie narzuca. Poniewaz objetosé
pudetka jest iloczynem

V =(80 —2x) - (50 — 2x) - x,

wiec najprosciej jest przyjac jako a i as pierwsze dwa czynniki tego iloczynu, a nastepnie
dobra¢ ag tak, by suma a; + as + ag nie zalezata od x. Przyjmijmy zatem

ap =80 —2x, az—50—2x oraz asz=A4z.
Mamy wéwczas ajazas = 4V (x). Z twierdzenia 2 wynika teraz nieréwnosé

-2 -2 4 1
Yy < WPt (022 (020 ndr 180

Zatem
1303

4.V (x) =ajazas < TR
czyli , ,
13°-1000  13°-250
V@l s =% ==
Nie otrzymalisémy prawidlowej odpowiedzi. Dlaczego? Otéz w rozwiazaniu kryje sie drugi
pomyst. Dobieramy mianowicie liczby a1, as i ag w taki sposéb, by mozliwa byta rownosé
w nieréwnosci miedzy Srednimi. Jesli zas

~ 20342,592.

ap =80—2x, az=50—2x oraz as=4x,

to dla zadnego = nie moze zajs¢ réwnos¢ 80 — 2z = 50 — 2z. Pomyst polega na tym, by
pomnozy¢ liczby
80 —2x, bH0—2x oraz x

przez pewne wspoOlczynniki tak, by uczyni¢ zado$¢ obu pomystom rozwigzania. Przyj-
mijmy zatem
a; = p(80 — 2x), as =q(50 —2x) oraz a3 =rzT

dla pewnych liczb p, q i r. Pierwszy pomyst polegat na tym, by suma a; + a2 4 a3 nie
zalezata od . Mamy

a1 + as + az = p(80 — 2x) + q(50 — 2z) + rax = (80p + 50q) + (r — 2p — 2q)x.
Przyjmijmy zatem r = 2p + 2q. Wtedy
a1 + a2 + a3 = p(80 — 2z) 4+ ¢(50 — 2x) + rz = (80p + 50q),

a wiec suma ai + as + ag nie zalezy od x. Zajmijmy sie teraz réwnoscia a; = as = ag.
Ro6wnos¢ a1 = as prowadzi do nastepujacego réwnania z niewiadoma x:

p(80 — 2x) = q(50 — 2z).
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W. Guzicki — Zadanie IV z Informatora Maturalnego — poziom rozszerzony 8

Rozwiazmy to réwnanie:

80p — 2px = 50q — 2qz,
2qx — 2px = 50q — 80p,
2(q — p)z = 50q — 80p,
~ 50g — 80p
2(g—p)
W ostatnim kroku mogliémy podzieli¢ obie strony réwnania przez 2(q—p), gdyz mozemy
przyjaé, ze p # q. Jak bowiem widzieliémy wyzej, jesli p = ¢, to réwnosé a; = ag jest
niemozliwa. Zajmijmy si¢ teraz réwnoscia a; = as. Prowadzi ona do nastepujacego

réwnania z niewiadomag x:
p(80 — 2x) = (2p + 2q)x.

Rozwiazmy teraz to réwnanie:

(2p + 2q)z = p(80 — 22),
2px + 2qx = 80p — 2pz,
4dpx + 2qx = 80p,
2px + qx = 40p,

(2p + q)z = 40p,

40p
x = .
2p+q

Teraz chcemy dobra¢ p i ¢ w taki sposéb, by obie znalezione wartosci niewiadomej x
byty rowne. Otrzymamy réwnanie z dwiema niewiadomymi p i q:

50q —80p  40p

20¢—p) 2p+q

Przeksztalcamy to réwnanie:
5¢ —8p  4p
20¢—p) 2p+q
(5¢ —8p) - (2p+q) =8p- (¢ —p),
10pg + 5¢° — 16p* — 8pg = 8pq — 8p°,
5q2 — b6pqg — 8p2 =0.

Otrzymali$my réwnanie kwadratowe. Przyjmijmy, ze niewiadoma jest ¢, za$ p jest pa-
rametrem. Wyréznik trojmianu jest réwny

A= (—6p)* —4-5-(—8p%) = 36p> + 160p? = 196p* = (14p).
Mamy zatem dwa rozwigzania:

_ 6p—14p
== -

6 14
q —0,8p oraz qy = % = 2p.
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Przyjmijmy zatem p = 1 oraz ¢ = 2. Wéwczas r = 2p 4+ 2q¢ = 6. To daje nam liczby a,
as 1 ag znane z rozwigzania sposobem trzecim:

ap =80 —2x, ay=2-(50—2x)=100—4x oraz a3 = 6z.

Rozwiazemy teraz to samo zadanie w przypadku ogdlnym i zobaczymy, dla jakich danych
otrzymane rozwigzanie jest liczba wymierna.

Zadanie I'Va. Dany jest prostokatny arkusz kartonu o dlugosci a i szerokosci b (przy
czym a > b > 0). W czterech rogach tego arkusza wycieto kwadratowe naroza (zobacz
rysunek). Nastepnie zagieto karton wzdluz linii przerywanych, tworzac w ten sposéb
prostopadloscienne pudetko (bez przykrywki). Oblicz dlugo$é boku wycietych narozy,
dla ktérej objetos¢ otrzymanego pudetka jest najwicksza. Oblicz te objetosc.

Rozwigzanie. Sposéb 1. Niech x oznacza dlugo$é¢ boku kwadratéw wycietych z narozy

arkusza. Oczywiscie 0 < x < %. Wyznaczamy objetosé V(x) pudetka jako funkcje

zmiennej x. Podstawa pudetka jest prostokatem o wymiarach (a—2z) x (b—2x), wysokos¢
jest rowna x. Zatem

V(z) = (a—2x) - (b—2x) 2 =42® — 2(a + b)x* + abx.
Zbadamy teraz pochodna funkcji V. Mamy:
V'(x) = 122% — 4(a + b)x + ab.

Szukamy miejsc zerowych tréjmianu kwadratowego 1222 — 4(a + b)x + ab. W tym celu
obliczymy jego wyroznik:

A = (—4(a+b))*—4-12-ab = 16(a+b)>—48ab = 16-(a>+2ab+b—3ab) = 16-(a>—ab+b>).
Mozna tatwo zauwazy¢, ze dla dowolnych a i b prawdziwa jest nieréwnos¢

a®> —ab+b% > 0.
Mianowicie

1
af —ab+ b’ =2 (207 —2ab+20%) = 5 - (® + (a = )" + %) 20,

N | =
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przy czym réownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy @ = b = 0. W naszym zadaniu
mamy jednak a > b > 0. Niech zatem c bedzie taka liczba dodatnia, ze a® —ab+b% = 2.
W dodatku 2 zajmiemy sie kwestia istnienia rozwiazan wymiernych dla danych a i b
bedacych liczbami catkowitymi. Zauwazmy tu tylko to, ze jesli liczby a i b sa calkowite,
to VA = 4va? — ab + b2 jest liczba wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a? —ab+b?
jest kwadratem liczby catkowitej (mozna przy tym zalozyé, ze dodatniej). A wiec beda
nas interesowaé rozwigzania w liczbach catkowitych dodatnich réwnania

a’ —ab+b* = 2.
Powréémy teraz do rozwiazania naszego zadania. Mamy
VA =4y a2 — ab+ b2 = 4V 2 = 4e.
Istnieja zatem dwa pierwiastki trjmianu kwadratowego V'(z) = 1222 — 4(a + b)z + ab:

dla+b)—4c a+b—c 4(a+b)+4c a+b+c
= oraz Ty = = :

= 24 6 24 6

Wykazemy teraz, ze

b
O<x1<§ oraz :1;225.

e Najpierw wykazujemy, ze x1 > 0. Mamy zatem udowodnié nieréwnosé

a+b—c

>0,
6

czyli

a+b—+va?—ab+ b?
6
Przeksztalcamy ja w sposéb réwnowazny:

a+b—+a?—ab+ b2 >0,
Va2 —ab+ b2 <a+b,

a? —ab+ b < a® + 2ab + b2,
3ab > 0.

> 0.

Otrzymali$my nieréwnos¢ prawdziwa, co dowodzi, ze rzeczywiscie x1 > 0.

e Nastepnie wykazujemy, ze x1 < g. Mamy zatem udowodni¢ nieréwnosé

a+b—c < b
6 2’

czyli

a+b—+a?—ab+ b?
6

0P
5"
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Przeksztalcamy ja w sposéb réwnowazny:

a+b—+a%—ab+ b2 < 3,
Va2 —ab+b% > a—2b.

Jedli a — 2b < 0, to otrzymana nieréwnos¢ jest oczywiscie prawdziwa. Zatézmy
zatem, ze a—2b > 0. Wtedy mozemy podnies¢ obie strony nieréwnosci do kwadratu:

a? —ab+ b < a® — 4ab + 4b°,
3ab < 3b,
a < b.

Otrzymali$my nieréwnosé prawdziwa (gdyz z zalozenia a — 2b > 0 wynika, ze a >
2b > b), co dowodzi, ze rzeczywiscie 1 < %.

o Wreszcie wykazujemy, ze o > g. Mamy zatem udowodni¢ nieréwnos¢

at+b+ec

b
>_7
6 -2

czyli
a+b++Va?—ab+ b? -
5 >

Przeksztalcamy ja w sposéb réwnowazny:

a+b+va?—ab+ b2 > 30,
vaz —ab+b2>2b—a.

Jesli 2b — a < 0, to otrzymana nierowno$é¢ jest oczywiscie prawdziwa. Zalézmy
zatem, ze 2b—a > 0. Wtedy mozemy podnies¢ obie strony nieréwnosci do kwadratu:

b
-

a? —ab+ b > 4b* — 4ab + a?,
3ab > 317,
a>b.

OtrzymaliSmy nieréwnosé¢ prawdziwa (gdyz przyjeliémy zalozenie a > b), co dowo-
dzi, ze rzeczywiscie 1 < g.

Mamy zatem ciag nieréwnosci:
b
O<a < 5 < xs.

Teraz rozktadamy tréjmian kwadratowy 1222 — 4(a + b)x + ab na czynniki:

V'(x) = 122% — 4(a + b)x +ab = 12(x — z1)(z — 72).
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Wynika stad, ze:
e w przedziale (—oo,x1) prawdziwa jest nieréwnos$é V' (z) > 0,
e w przedziale (x1,x9) prawdziwa jest nieréwnos$é f'(z) < 0,
e w przedziale (z2, 00) prawdziwa jest nieréwnosé f’(z) > 0.
Z twierdzenia 1 wynikaja nastepujace wlasnosci (1), (2) i (3).
(1) w przedziale (—oo, z1) funkcja V' jest rosnaca,
(2) w przedziale (x1,x2) funkcja V jest malejaca,
(3) w przedziale (x2,00) funkcja V' jest rosnaca.
2
wartos¢ dla x = x1 = %b*c. Ta warto$¢ jest rowna

V(wr) = (a—221) - (b—221) - 21 = (a—Lb_c> . (b_“b‘c).“b‘c:

Stad wynika, ze w interesujacym nas przedziale (0 ) funkcja V' przyjmuje najwigksza

3 3 6
:5i4~(3@—(a+b—c))-(b—(a+b—c))-(a+b—c):
:514.(2a—b+c).(2b—a+c)-(a+b—c):
= i~(263—2a3+3a2b+3ab2—2b3) =
= 5—14~(2(a2—ab+b2)M—2a3+3a2b+3ab2—2b3).

Szczegdly obliczen pozostawie jako ¢wiczenie. Zauwazmy tylko, ze dla a = 80 i b = 50
mamy

2 =a%—ab+b* =802 —80- 50+ 50% = 6400 — 4000 + 2500 = 4900,

wiec ¢ = 70. Wéwcezas
~ 80+50—-70 60

— = =10
o 6 6
oraz
1
V(w) = £+ (2-70° =2-80° +3-80% - 50 + 380 - 50° — 2 50°) =
1 972000
= = - (686000 — 1024000 + 960000 + 600000 — 250000) = — 18000.

Na zakonczenie podam jeszcze (bez przedstawienia obliczen prowadzacych do tego wy-
niku) wartoéci wspotczynnikéw p i ¢ w rozwiazaniu sposobem IV dla ogdlnych danych.
Wybieramy mianowicie p i g tak, by

q a
Na przyktad dla a = 80 i b = 50 mamy ¢ = 70 i wowczas
p H50+70-80 40 1

q 80 R0 2

p_ btc—a

Mozemy zatem przyjac, ze p = 1 oraz q = 2.
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Dodatek 1.
W tym dodatku udowodnimy twierdzenie 2 dla dwdch, trzech i czterech liczb.
Twierdzenie 3. Jeslia > 01ib> 0, to

\/%S a—2|—b’

przy czym rownos$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.

Dowdd. Przeksztalcamy dowodzona nierownos¢ w sposéb rownowazny. Poniewaz obie
strony nieréwnosci sa dodatnie, wiec mozemy podnies¢ obie strony do kwadratu. Otrzy-
mamy nieréwnosé
a -+ b)?
ab < u
4
Przeksztalcamy ja dalej:
dab < a® + 2ab + bz,

0 < a?—2ab+ b2,
0< (a—b)2

Otrzymali$émy nier6wnos¢ prawdziwa, co dowodzi, ze pierwsza nieréwnosé tez jest praw-
dziwa. Zauwazmy takze, ze réwnos¢

a-+b
Vab = .

jest réwnowazna réwnoéci (a — b)? = 0. Ta réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
a=b.

Twierdzenie 4. Jeslia > 0,b>0,c>01id > 0, to

4 a+b+c+d
vVabed < ——M —
aoca =~ 4 y

przy czym rownos$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a = b = c = d.

Dowdéd. Skorzystamy z twierdzenia 3. Mamy dwie nieréwnodci:

\/ESGT—H) oraz @Sc;d.

Teraz skorzystamy z twierdzenia 3 dla dwoch liczb dodatnich vab i v cd oraz z powyz-
szych dwdch nieréwnosci. Mamy wowczas:

W_ /\/%‘\/a<\/%+\/a<a7+b+cgd_a+b+6+d
N - 2 - 2 N 4 '

Zauwazmy takze, ze jesli a = b = ¢ = d, to oczywiscie zachodzi rownoéé:

4 b d
Yabed — 4a4:a:£:%,
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Przypu$émy teraz, ze zachodzi rownosé

4 a+b+c+d
Vabed = ——M8M—.
aoc 4

To znaczy, ze w powyzszym dowodzie wszystkie nieréwnosci sa réwnosciami. Zatem

a =10, c=doraz Vab = Ved. Ale jedli a = b, to vab = a. Podobnie, jesli ¢ = d, to

Ved = c. Zatem
a=+vVab=Ved=c,

co ostatecznie dowodzi, ze a = b= c = d.
Twierdzenie 5. Jeslia > 0,b>01ic >0, to

3o atbte
_— 3 9

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a = b = c.
Pokaze¢ dwa dowody tego twierdzenia.
Dowdd 1. Skorzystamy z twierdzenia 4. Definiujemy liczbe A wzorem

at+b+c
—

A=

Oczywiscie A > 0. Teraz korzystamy z twierdzenia 4 dla liczb a, b, c, A. Mamy zatem
nieré6wnos¢

YA OTbretA a+b+c+ 2 304+3b+3c+at+bte
aoc ~ — = =

4 4 12
_4la+b+c) a+b+c_A
N 12 N 3 -

Zatem abcA < A*, skad dostajemy abc < A3. Z tej nieréwnoéci za$ wynika nieréwnoéé
\3/ abc < LZH_C
J— 3 .
Oczywiscie, jesli a = b = ¢, to zachodzi réwnosé:

\/Sab :%:a:i%a:%b—l-c'

Przypusémy teraz, ze zachodzi rownosé

gy atbte
J— 3 .

Wéwezas w powyzszym dowodzie musiata zachodzi¢ réwnosé

4 a+b+c+ A
VA A< —— —
abcA < 1

i z twierdzenia 4 otrzymujemy a = b = c = A.
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Dowdéd 2. Skorzystamy z nastepujacej rownosci
A4y 2 = Bayz = (v ty+2) (2P 7+ 2R -y — 2z —y2).

Dowdd tej réwnosci otrzymujemy wykonujac mnozenie po prawej stronie i redukujac
wyrazy podobne. Niech teraz a, b i ¢ beda dowolnymi liczbami dodatnimi. Bierzemy
liczby x, y i z okreslone wzorami:

22=a, yP=b oraz 2°=c.

Wéwcezas
abc = 2°y° 2% = (wyz)?,
czyli
rYz = Y abe.
Teraz:

a:3+y3+z3—3:1:yz:(:1:+y+z)(a:2+y2—l—22—:L‘y—mz—yz):

1
= 5.(x_|_y+z)(2;z:2—|—2y2+2z2—2.flcy—2xz—2yz):
1
=5 @ty+) (@ -9+ @-2)°+@-27%) >0
Zatem
2?4y + 2 > 3ayz,
czyli

a+b+cz3v3abc.

Po podzieleniu obu stron nieréwnosci przez 3, otrzymujemy dowodzong nieréwnos$¢ mie-
dzy Srednimi. Oczywiscie réwnos¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy

(z+y+2)((z -9’ +(x—2)°+Ey—2)?) =0,

czyli wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = z, a wiec wtedy i tylko wtedy, gdy a = b = c.

*%
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Dodatek 2.

W tym dodatku zajmiemy si¢ rozwigzaniami réwnania
a® —ab+b* =¢?

w liczbach catkowitych dodatnich. Zauwazmy najpierw, ze jesli trojka liczb catkowitych
dodatnich (a,b,c) jest rozwiazaniem tego réwnania, to dla kazdej liczby calkowitej k
trojka liczb (ka, kb, kc) tez jest rozwiazaniem. Odwrotnie, przypu$émy, ze liczby a, b i ¢
maja wspoélny dzielnik d:

a=de, b=df oraz c=dg.

Wobwczas

(de)? = (de) - (df) + (df)* = (dg)?,

czyli
d*e* — d’ef + d*f? = d*g>.

Po podzieleniu obu stron przez d? otrzymujemy réwnosé
e* —ef + f*=g%

Zatem trojka liczb (e, f,g) tez jest rozwiazaniem naszego réwnania. To rozumowanie
pokazuje, ze interesujace sa takie rozwiazania (a, b, ¢), w ktérych liczby a, b i ¢ nie maja
wspolnego dzielnika. Wszystkie inne rozwiazania powstaja przez pomnozenie kazdej
z tych trzech liczb przez ten sam czynnik. Rozwigzania, w ktorych liczby a, b i ¢ nie
maja wspolnego dzielnika, nazywamy rozwiazaniami pierwotnymi.
Istnieje tylko jedno rozwiazanie pierwotne, w ktérym a = b. Mianowicie, jesli a = b,
to a? — ab + b* = a?, a wiec takie ¢ = a. Tréjka liczb (a,a,a) powstaje oczywiscie
z rozwigzania pierwotnego (1,1, 1) przez pomnozenie wszystkich liczb przez a.
Przypomnijmy, ze w rozwigzaniu zadania o pudetku dtugosé¢ boku wycinanych narozy
jest rowna
a+b—c

6

oraz objetos¢ pudetka wyraza si¢ wzorem
V(z)=(a—2z)-(b—2z)- .

W przypadku, gdy a = b = ¢ = 1 mamy

xzﬂzl oraz V = 1_2.1 . 1_2.1 12221:3
6 6 6 6 27

Teraz zajmiemy sie rozwiazaniami pierwotnymi (a,b,c), w ktérych a > b. Rozwiaza-
nia, w ktorych a < b powstaja przez zamiane liczb a i b. Wszystkie takie rozwiazania
pierwotne sg opisane w nastepujacym twierdzeniu, ktére podam bez dowodu.
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Twierdzenie 6. Trojka liczb catkowitych (a, b, c) jest rozwigzaniem pierwotnym réw-
nania

a? —ab+b* =2
takim, ze a > b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja liczby catkowite m i n spelniajace
nastepujace warunki:

1) m>n>0,
2) NWD(m,n) =1,
3) jesli réznica m — n nie jest podzielna przez 3, to

a:m2+2mn,
b=m?—n?,

c:m2—|—mn+n2,

4) jesli r6znica m — n jest podzielna przez 3, to

m2 + 2mn
a=——
3
2 .2
b:m n,
3
m2 4+ mn + n?
C:
3

W ponizszej tabeli zostaly zebrane wszystkie rozwiazania pierwotne (a, b, c), w ktérych
a > b oraz ¢ < 40, wraz z odpowiednimi liczbami m i n. Ostatnie dwie kolumny
tabeli zawieraja dlugosé¢ = boku wycinanych narozy, dla ktoérych objetosé pudetka jest
najwieksza, oraz te najwieksza objeto$é¢. Oto ta tabela:

m n a b c x Vv
2 1 8 3 7 2 2
31 15 8 13 -
302 21 5 19 T 1
4 1 8 5 7 1 18
4 3 40 7 37 : 550
5 1 3 24 31 L
5 2 15 7 13 3 72
71 21 16 19 3 450
7 4 35 11 31 5 450

10 1 40 33 37 6 3528

* %
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